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Les problèmes ne sont pas ordonnés par difficulté estimée.

Problème 1. (a) Soient 𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎2024 des nombres réels tels que |𝑎𝑖+1 − 𝑎𝑖 | ⩽ 1 pour tout
𝑖 = 0, 1, . . . , 2023. Déterminer la plus petite valeur possible de

𝑎0𝑎1 + 𝑎1𝑎2 + · · · + 𝑎2023𝑎2024.

(b) Existe-t-il un nombre réel 𝐶 tel que

𝑎0𝑎1 − 𝑎1𝑎2 + 𝑎2𝑎3 − 𝑎3𝑎4 + · · · + 𝑎2022𝑎2023 − 𝑎2023𝑎2024 ⩾ 𝐶

pour tous nombres réels 𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎2024 satisfaisant |𝑎𝑖+1 − 𝑎𝑖 | ⩽ 1 pour tout 𝑖 = 0, 1, . . . , 2023 ?

Problème 2. Soit 𝑛 un entier strictement positif. Dans une grille de coordonnées, un chemin de (0, 0)
vers (2𝑛, 2𝑛) se compose de 4𝑛 pas unitaires (0, 1) ou (1, 0) consécutifs. Prouver que le nombre de
tels chemins divisant le carré de sommets (0, 0), (2𝑛, 0), (2𝑛, 2𝑛), (0, 2𝑛) en deux régions d’aires
paires vaut (

4𝑛
2𝑛

)
+
(
2𝑛
𝑛

)
2

.

Problème 3. Soit 𝐴𝐵𝐶 un triangle avec |𝐴𝐶 | ≠ |𝐵𝐶 | dont le centre du cercle inscrit est 𝐼 et
dont le cercle circonscrit est 𝛺. La bissectrice intérieure de l’angle ∠𝐶𝐴𝐵 coupe le côté [𝐵𝐶]
en 𝐷, tandis que les bissectrices extérieures des angles ∠𝐴𝐵𝐶 et ∠𝐵𝐶𝐴 coupent de nouveau 𝛺 en
𝐸 et 𝐹, respectivement. Soit 𝐺 l’intersection des droites 𝐴𝐸 et 𝐹𝐼 et soit 𝛤 le cercle circonscrit du
triangle 𝐵𝐷𝐼. Montrer que 𝐸 se situe sur 𝛤 si et seulement si 𝐺 se situe sur 𝛤.

Problème 4. Pour chaque entier strictement positif 𝑛, soit rad(𝑛) le produit des différents facteurs
premiers de 𝑛. Prouver qu’il existe des entiers 𝑎, 𝑏 > 1 tels que pgcd(𝑎, 𝑏) = 1 et

rad(𝑎𝑏(𝑎 + 𝑏)) < 𝑎 + 𝑏

20242024 .

Par exemple, rad(20) = rad(22 · 5) = 2 · 5 = 10 et rad(18) = rad(2 · 32) = 2 · 3 = 6.
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